
citius.usc.es 

Centro Singular de Investigación en Tecnoloxías da Información 

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA 

EVIA - Escuela de Verano AEPIA 
Carmona, 15-17 junio 2016 

Conjuntos difusos 

Alberto J. Bugarín Diz 

Aplicación al razonamiento aproximado 



EVIA - Escuela de Verano AEPIA 
Carmona, 15-17 junio 2016 

Aplicación al razonamiento aproximado 

2 



EVIA - Escuela de Verano AEPIA 
Carmona, 15-17 junio 2016 3 



EVIA - Escuela de Verano AEPIA 
Carmona, 15-17 junio 2016 

 Principio de incompatibilidad:  
“A medida que crece la complejidad de un sistema, nuestra capacidad para 

elaborar sentencias precisas y significativas acerca de su 
comportamiento disminuye,  

hasta que se alcanza un umbral mas allá del cual la precisión y la 
significancia se convierten en características mutuamente exclusivas” 

 
Tomado de Luis Magdalena (ECSC) 

 

4 
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 En cualquier conversación cotidiana incluimos un buen número de 
términos vagos o imprecisos, sin los cuales la comunicación se 
convertiría en algo tedioso e improductivo 

 
Ejemplo: “esta mañana, cuando venía hacía aquí, me encontré un calor sofocante 

que me hizo sudar como nunca” 
 

 La vaguedad de los términos es una herramienta útil para “compactar“ 
información y transmitirla correctamente.  
 Resulta adecuada e informativa para los seres humanos 
 Debe ser representada y modelada en aquellos sistemas que traten de utilizar 

conocimiento humano 
 

5 



EVIA - Escuela de Verano AEPIA 
Carmona, 15-17 junio 2016 6 



EVIA - Escuela de Verano AEPIA 
Carmona, 15-17 junio 2016 7 



EVIA - Escuela de Verano AEPIA 
Carmona, 15-17 junio 2016 8 



EVIA - Escuela de Verano AEPIA 
Carmona, 15-17 junio 2016 9 

Representación y gestión de la incertidumbre: 
– Términos con definición no totalmente precisa 

Lógica y predicados clásicos (“crisp”) restrictivos 
– Los predicados no solo pueden ser V/F 

Algunos modelos: 
– Probabilísticos: redes causales, bayesianas 
– Evidenciales: teoría Dempster-Shafer 
– Borrosos: Fuzzy Logic 
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Metro Sendai City, 1987 Helicóptero no tripulado, 1988-1996  

Centro de Automática y Robótica, CSIC, 1998- 
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1. Los fundamentos: de la computación con números a la computación con 
palabras (y sus significados): 

1. Conjuntos nítidos y predicados nítidos 
2. Conjuntos borrosos y predicados borrosos 

2. Computación con palabras: 
1. Variable lingüística 
2. Relaciones 

3. Razonando con frases imprecisas 
4. Y aplicando el razonamiento: 

1. Software de demostración 
2. Aplicaciones del mundo real 

 
 

Esquema 
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De la CWN a la CWW (y la CWM) 
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De la CWN a la CWW (y la CWM) 
Representación en extensión: 
Conjunto nítido: 
 
 
 
 
 
 
 
Conjunto 
Borroso: 
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De la CWN a la CWW (y la CWM) 

Otra representación: función característica o de pertenencia 
Conjunto nítido:     Conjunto Borroso: 
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De la CWN a la CWW (y la CWM) 
Otra representación 
Conjunto nítido:    Conjunto Borroso: 

{ }1,0: →XPµ





∉⇔
∈⇔

=
Pu
Pu

xP 0
1

)(µ

[ ]1,0: →XPµ

????????)( =xPµ



EVIA - Escuela de Verano AEPIA 
Carmona, 15-17 junio 2016 17 

De la CWN a la CWW (y la CWM) 

{ }1,0: →XALTOµ
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[ ]1,0: →XALTOµ

Conjunto nítido:      Conjunto Borroso: 














<
≤≤
≤≤
≤≤

<

=

umsi
mumsi
mumsi
mumsi

musi

xALTO

10,20
10,290,1??
90,170,11
70,150,1??

50,10

)(µ



EVIA - Escuela de Verano AEPIA 
Carmona, 15-17 junio 2016 19 

De la CWN a la CWW (y la CWM) 
Triangular 
 
 
 
 
 
Función S 

( )xAµ

( )xAµ
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De la CWN a la CWW (y la CWM) 
Gaussiana 
 
 
 
 
 
Trapezoidal 

( )xAµ

( )xAµ



EVIA - Escuela de Verano AEPIA 
Carmona, 15-17 junio 2016 21 

De la CWN a la CWW (y la CWM) 
La definición nítida es siempre unívoca: 

  Ejemplo:   números pares  temperaturas >35ºC 

    {2, 4, 6, 8, 10, …}  (35, ∞) 

 
La definición borrosa es siempre una cuestión de contexto: 
•  acuerdo (o votación) 
•  “sentido común” 
Ejemplo:   números pequeños  temperaturas altas 
    ¿10?  ¿40ºC?   
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De la CWN a la CWW (y la CWM) 

Y tiene una semántica, más allá de la mera noción de pertenencia: 
 
 
 
 
En realidad, al menos tres semánticas: 
• Similitud a un prototipo: en que medida una estatura x determinada 

coincide con o se aparta del prototipo de “alto” 
• Ordenación de las estaturas x: x1 es mas/menos alto que x2 
• Teoría de la posibilidad: dado “alto” como restricción (o información 

disponible), mide el grado de posibilidad de que una determinada 
estatura x sea “alto” 

 
 
 
 
 
 
 
 

( ) 5.0=xALTOµ

x 
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De la CWN a la CWW (y la CWM) 

Operaciones sobre conjuntos nítidos 
 
 
 
 
 
 
 
 

Referencial U: [1, 50] 
A: [1, 20] 
B: [15, 50] 

],:(A 5020

]50,1[:BA∪

]20,15[:BA∩
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De la CWN a la CWW (y la CWM) 

Operaciones sobre conjuntos borrosos 
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De la CWN a la CWW (y la CWM) 
Isomorfismo entre conjuntos y predicados: álgebras de Boole 
 
 
 
 
 
 
Isomorfía:     ↔ “x es par” 
        
     ↔ “x es par” es CIERTO 
 
 
 
 
 
 
 

( ) 1=xPARµ

{ }...,10,8,6,4,2∈x
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De la CWN a la CWW (y la CWM) 
Que incluye los operadores lógicos: 
 
     ↔“x es no A” NEGACIÓN 
 
      ↔“x es A y B” CONJUNCIÓN 
 
      ↔“x es A o B” DISYUNCIÓN 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

No frío 
Frío y templado 

Frío o templado 
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De la CWN a la CWW (y la CWM) 

En el caso borroso… 
 no hay Álgebra de Boole  
 pero hay muchos posibles operadores 
 
 
 
 
que pueden definirse a partir de axiomas, que establecen su “buen 
comportamiento” o sus “propiedades deseables” 
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De la CWN a la CWW (y la CWM) 
Tan solo como ejemplo… la negación 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )
x

xxn
λ+
−

=
1
1( ) xxn −=1

p   n(p) 

0 1 

1 0 
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De la CWN a la CWW (y la CWM) 
También para la… 
  CONJUNCIÓN DISYUNCIÓN   
  t-normas t-conormas 
 
       Zadeh 
       Goguen 
       Lukasiewicz 
 
 
Proporcionan una semántica diferente: 
 valores numéricos distintos 
 diferentes propiedades 
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De la CWN a la CWW (y la CWM) 

CW es una metodología en la que la computación se realiza con 
palabras en lugar de números (Zadeh, 1996) 
 
Variable lingüística (Zadeh, 1975) 
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De la CWN a la CWW (y la CWM) 
 
Ejemplo:   la temperatura es alta 
 
Proposiciones p que derivan de la variable lingüística.  
   p: “X es A” con A un valor lingüístico 
Su grado de verdad T(p) se evalúa mediante una función de pertenencia: 
p: “Temperatura es Alta”. ¿Grado de verdad T(p) para una temperatura t=23? 
 
 
 
  T(p) 

( ) ( )tpT ALTAµ=
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De la CWN a la CWW (y la CWM) 
La CWW es mucho mas que particiones, AND, OR y NOT 
¿Los antónimos, por ejemplo? 
 
 
      

 

( )( ) ( )uabubaUEn LLANT −+== µµµ ],,[
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De la CWN a la CWW (y la CWM) 
¿Los modificadores, por ejemplo? 
MUY: más intensidad/especificidad 
 
 
      

 
 
 
 
 
ALGO: menor intensidad/especificidad (sentido contrario) 

 

( )( ) ( )2uu LLMUY µµµ =

( )( ) ( )duu LLMUY −= µµµ 

( )( ) ( )uu LLALGO µµµ = ( )( ) ( )duu LLALGO += µµµ 
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De la CWN a la CWW (y la CWM) 
Hasta ahora, en un único universo de discurso, pero pueden establecerse 
relaciones, que ligan dos o más universos. 
Ejemplo:  p:“tomate está rojo y maduro” 
 
    

( ) ( ) ( )( )mcmc MADUROROJO µµµ ,min, =
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Una relación borrosa es un conjunto borroso definido en el espacio producto 
cartesiano de los respectivos universos. 
Para cada tupla (par), la pertenencia indica el grado en que se cumple la relación. 
Las relaciones pueden componerse, mediante la “regla composicional”: 
 
Ejemplo:  R: relación color-madurez 
  S: relación madurez-sabor 
  T:¿relación color-sabor? 
 
      
    

R verde normal maduro 

Naranja 1 0.5 0 

Amarillo 0.3 1 0.4 

rojo 0 0.2 1 

S amargo insípido dulce 

Verde 1 0.2 0 

Normal 0.7 1 0.3 

maduro 0 0.7 1 

T amargo insípido dulce 

Naranja ?? ?? ?? 

Amarillo ?? ?? ?? 

rojo ?? ?? ?? 
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La regla composicional SUP- min permite calcular nuevas relaciones a partir de 
otras previas: 
 R(color, madurez)  S(madurez, sabor) T(color, sabor) 
 
 
 R(c, m) verde normal maduro 

Naranja 1 0.5 0 

Amarillo 0.3 1 0.4 

rojo 0 0.2 1 

S(m, s) amargo insípido dulce 

Verde 1 0.2 0 

Normal 0.7 1 0.3 

maduro 0 0.7 1 

T(c, s) amargo insípido dulce 

Naranja 1 0.5 0.3 

Amarillo 0.7 1 0.4 

rojo 0.2 0.7 1 

( ) ( ) ( )( )sabormadurezmadurezcolorSUPsaborcolor
SRT

SRmadurezT ,,,min, µµµ =
= 
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La regla composicional SUP- min permite calcular nuevas relaciones a partir de 
otras previas: 
 R(color, madurez)  S(madurez, sabor) T(color, sabor) 
 
 
 R(c, m) verde normal maduro 

Naranja 1 0.5 0 

Amarillo 0.3 1 0.4 

rojo 0 0.2 1 

S(m, s) amargo insípido dulce 

Verde 1 0.2 0 

Normal 0.7 1 0.3 

maduro 0 0.7 1 

T(c, s) amargo insípido dulce 

Naranja 1 0.5 0.3 

Amarillo 0.7 1 0.4 

rojo 0.2 0.7 1 

( ) ( ) ( )( )sabormadurezmadurezcolorSUPsaborcolor
SRT

SRmadurezT ,,,min, µµµ =
= 
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La regla composicional SUP- min permite calcular nuevas relaciones a partir de 
otras previas: 
 R(color, madurez)  S(madurez, sabor) T(color, sabor) 
 
 
 R(c, m) verde normal maduro 

Naranja 1 0.5 0 

Amarillo 0.3 1 0.4 

rojo 0 0.2 1 

S(m, s) amargo insípido dulce 

Verde 1 0.2 0 

Normal 0.7 1 0.3 

maduro 0 0.7 1 

T(c, s) amargo insípido dulce 

Naranja 1 0.5 0.3 

Amarillo 0.7 1 0.4 

rojo 0.2 0.7 1 

( ) ( ) ( )( )sabormadurezmadurezcolorSUPsaborcolor
SRT

SRmadurezT ,,,min, µµµ =
= 
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La regla composicional permite dar semántica consistente a nuevos términos a 
partir de relaciones y términos: 
 - Relación: “mayor que” (en [0, 10]x[0, 10]) 
 
 
 
 
 
 
 - Relación: “mucho mayor que” (en [0, 10]) 
 
 
 

( )vu,>µ

( )vu,>>µ
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Término: “cuatro” 
 
 
 
 
Nuevos términos: 
 “mayor que cuatro” 
 
 
 “mucho mayor que cuatro” 

  

( )v4µ

( ) ( ) ( )( )vvuSUPu
v 44 ,,min µµµ >> =

( ) ( ) ( )( )vvuSUPu
v 44 ,,min µµµ >>>> =
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Razonando 
Un uso importantísimo de las relaciones es en la representación de 
las sentencias condicionales borrosas, fundamentales para el 
razonamiento 
 
 
Ejemplo: Regla r-ésima de un sistema  

 
SI LA TEMPERATURA ES ALTA, EL VOLUMEN ES GRANDE 
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Razonando 

( )fvdR ,,µ
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Razonando 
Hay diversos modelos para R (tema de diseño):  
 
 
Condicional material: 
 
Residuación: 
 
QL-implicación: 
 
Mamdani: 

( ) ( )( )banSbaI ,, =

( ) ( )babaI ,min, =

( ) ( ) ( )( )vtIvt GAR µµµ ,, =
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Razonando 
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Razonamiento borroso: regla composicional de inferencia 
– Observación: X es A’ 
– Regla: SI X es A ENTONCES Y es B 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )uvuISUPv ABAuB '' ,,min µµµµ =

“modus ponens generalizado” 

RAB ''=
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Generalización del “modus ponens” clásico 
 
 
 
 
 
donde “solo” se obtienen conclusiones cuando el antecedente de la 
regla y el valor observado coinciden 
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Ejemplo gráfico, usando el condicional de Mamdani 
 
 
 
 
Si, como es el caso, la entrada A’ es un valor numérico (“singleton”) 

( ) ( )babaI ,min, =

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )( )uuSUPv

uvuSUPv

AAuB

ABAuB

'

''

,min,min

,,minmin

µµµ

µµµµ

=

=





≠
=

=
0

0
' 0

1
)(

uu
uu

uAµ
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Si la entrada A’ es un valor impreciso 
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Otros condicionales producen resultados numéricamente distintos 
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• Si hay mas de una regla es necesario agregar los resultados del 
consecuente 

 
     R1 
 
 
     R2 
 
observación 
 
 
      inferencia 
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Si hay mas de una regla es necesario agregar los resultados del 
consecuente 
 
     R1 
 
 
     R2 
 
 
 
 
       
 observación     inferencia 

( )n

N

n
RAB  ''

1=
=
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Diseño de un sistema basado en conocimiento borroso: 
– Definición de particiones 
– Selección de operadores: Y, O, NO, AGREGACIÓN, CONDICIONAL 
– Número de antecedentes 
– Número de reglas 

Tarea de extracción de conocimiento 
– Facilitado por expertos 
– Inducción a partir de conjuntos de datos de ejemplo 

Arquitectura de operación 
 

Base 
conocimiento 

[Reglas] 

Motor inferencias 
Datos 

observados 
Datos 

inferidos 
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Si la salida debe ser numérica es necesaria una última etapa: 
desborrosificación 

– Caso de los sistemas de control 
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¿Razonar?¿Para qué? 
– Sistemas de control en robótica móvil 

– Fuentes de incertidumbre sensorial 
– Ultrasonidos 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

– Láser 
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– Sistemas de control en robótica móvil 
– Localización incorrecta 
– Errores de posición 
– Incertidumbre en obstáculos (paredes, objetos móviles) 
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– Robot-guía URBANO (DISAM, UPM) 

– Localización y navegación: el problema técnico (balizas, …) 
– Interacción con los usuarios: problema social/comunicativo: 

– Sistema de habla, gestión de diálogos, expresiones. 
– Feria Indumática 
– Ciudad de las Artes y las Ciencias de Valencia 
– Visita Web 

– Guiado automático de vehículos: 
– Proyecto AUTOPIA (Centro de Automática y Robótica, CSIC) 

– Circuito cerrado 
– Evitación obstáculos 
– Frenazo 
– Circuito abierto 
– Prueba de alta velocidad 

 

 

http://www.disam.upm.es/%7Econtrol/Gallery/Urbano/Index.html
http://www.disam.upm.es/%7Econtrol/Gallery/Urbano/2003%20Valencia/Videos/31%20El%20Sistema%20de%20Navegacion.MPG
http://www.disam.upm.es/%7Econtrol/Gallery/Urbano/2003%20Valencia/Videos/index.html
http://www.disam.upm.es/%7Econtrol/Gallery/Urbano/2003%20Valencia/Videos/index.html
http://www.disam.upm.es/%7Econtrol/Gallery/Urbano/2003%20Valencia/Videos/index.html
http://www.disam.upm.es/%7Econtrol/Gallery/Urbano/2003%20LabTour/index.html
http://www.car.upm-csic.es/autopia/
http://www.car.upm-csic.es/autopia/videos.php
http://www.car.upm-csic.es/autopia/videos.php
http://www.car.upm-csic.es/autopia/videos.php
http://www.car.upm-csic.es/autopia/videos.php
https://www.youtube.com/watch?feature=player_embedded&v=ksLXhbqTo74
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Asistentes virtuales: ¿superando el test de Turing?  
Sistemas conversacionales orientados a un dominio específico 
(formación, información, ocio, ...) 
incluyen técnicas de  

– procesado del lenguaje natural 
– reconocimiento y síntesis de voz 

Algunos ejemplos 
– Paciente virtual (Univ. Granada) 

– Univ. Granada: ELVIRA 
– Soluciones virtuales 
 

 
 

 

 
 

https://www.youtube.com/watch?v=hPRQGQm99RM
http://tueris.ugr.es/elvira/
http://www.solucionesvirtuales.es/
http://ic.ugr.es/
http://ic.ugr.es:8080/patricia/
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Otros modelos: reglas TSK (Predicción/Regresión) 
 
Ejemplos: regresión lineal  regresión reglas TSK 
 mínimos cuadrados  IF “X1 ES A1” Y … Y “Xn ES An” THEN Y=f(x1,…, xn) 
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Ampliando la expresividad… 
• cuantificación lingüística: incluyendo proposiciones cuantificadas 
• incrementamos notablemente la expresividad de las reglas 
 
Ejemplos: 
 SI “la mayoría de temperaturas fueron altas”  ENTONCES … 
SI “la temperatura fue alta en/durante la última media hora” ENTONCES… 

 
 
 

Papel central de las relaciones y los operadores de cuantificación 
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GDV=1! 

“La temperatura fue alta en  la última media hora” 
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GDV<1! 

“La temperatura fue alta durante toda la última media hora” 
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OBJETIVO: evaluar el grado de verdad g de la proposición dados, Q, A, E 
 
Propuesta de Zadeh [1983]: 
1. Evaluar la cardinalidad del predicado 
 Ejemplo: número de personas que miden mas de 1,80m 

( ) 4=AcardE
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2. Evaluar la compatibilidad de la cardinalidad con Q (número borroso): pertenencia 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
POR TANTO, ES NECESARIO DISPONER DE: 
• MODELOS PARA LA CARDINALIDAD: numéricos, borrosos 
• MODELOS DE CUANTIFICACIÓN (PARA EVALUAR LA COMPATIBILIDAD ) 
EXISTEN MUCHAS PROPUESTAS EN LA BIBLIOGRAFÍA 

( )( ) ( ) 14"5_" == MENTEAPROXIMADAEQ Acard µµ
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( ) 4=AcardE

( )( ) 1=AcardEQµ

Hacen falta modelos de cuantificación, como el de Zadeh. 
Ejemplo:  “aproximadamente cinco personas miden mas de 1,80m” 

 

 

 

 

 

 

Modelo de Zadeh 
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Cuantificación relativa: 
Ejemplo:  “una gran mayoría de personas jóvenes son altas” 
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Reglas temporales borrosas: 
• Ocurrencia de los eventos en  una ventana temporal 

• La temperatura ha sido muy baja durante unos pocos segundos. 
• Los vómitos comenzaron más de 15 minutos después del inicio de la exposición a la radiación. 
• En algún momento en la última hora la temperatura de la caldera 1 fue mucho mayor que la temperatura de 
la caldera 2. 
• La distancia a la pared es baja en aproximadamente las tres últimas medidas 

–Formalización del tiempo como concepto “fuzzy” 
Instante   vs  intervalo 
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Reglas temporales borrosas: 
•Modelo de razonamiento temporal debe contemplar:  

•  Concepto de persistencia en el tiempo de condiciones sobre el valor de las variables:  
•  Flexibilidad: (variable, valor, tiempo) demasiado rígido 
•  Capacidad expresiva: reglas “intuitivas” 
•  Operadores con mayor riqueza semántica 

 
• Extender el modelo de proposición borrosa al de proposición temporal borrosa, teniendo 
en cuenta, de ser necesarios, los requerimientos de tiempo real 
 

• Necesidad de nuevos modelos de representación del conocimiento 
• no tanto de razonamiento 
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¿Razonar?¿Con qué? 
Software de diseño de Sistemas Basados en Reglas Borrosas: 
Matlab Fuzzy Logic Toolbox (The Mathworks) www.mathworks.com 
FuzzyTech (Inform) www.fuzzytech.com 
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¿Razonar?¿Con qué? 
FuzzyTech (Inform) 
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FuzzyTech (Inform) FuzzyTech (Inform) 
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FuzzyTech (Inform) 
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Algunas referencias divulgativas: 
–A. Cerezo, “Aplicaciones de la lógica borrosa”. Automática e Instrumentación, 216, 
113-119, 1991 
–Omron Electronics, “Clearly Fuzzy”, 1991. 

 
Algunas referencias básicas: 
• J.T. Palma, R. Marín. Inteligencia Artificial: técnicas, métodos y aplicaciones. Ed. 

McGraw-Hill, 2008. Capítulo 7 “Conjuntos borrosos”:  
• Curso introductorio de conjuntos y sistemas difusos. José Galindo, Univ. De Málaga. 

www.lcc.uma.es/~ppgg/FSS/ 
• J.M. Mendel. “Fuzzy logic systems for engineering: a tutorial”. Proceedings of the IEEE, 

83, 3, 345-377, 1995. 
 

http://www.lcc.uma.es/%7Eppgg/FSS/
http://www.lcc.uma.es/%7Eppgg/FSS/
http://www.lcc.uma.es/%7Eppgg/FSS/
http://www.lcc.uma.es/%7Eppgg/FSS/
http://www.lcc.uma.es/%7Eppgg/FSS/
http://www.lcc.uma.es/%7Eppgg/FSS/
http://www.lcc.uma.es/%7Eppgg/FSS/
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Enlaces: 
• Robot URBANO 

 http://www.disam.upm.es/~control/Gallery/Urbano/Index.html 
• Proyecto AUTOPIA 

 http://www.car.upm-csic.es/autopia/ 
• Asistentes virtuales 

 http://www.solucionesvirtuales.es 
 
Herramientas software: 
• Matlab Fuzzy Logic Toolbox User’s guide.  

 www.mathworks.es/products/fuzzy-logic/ 
• Inform Fuzzytech.  

 www.fuzzytech.com/ 

http://www.disam.upm.es/%7Econtrol/Gallery/Urbano/Index.html
http://www.car.upm-csic.es/autopia/
http://www.solucionesvirtuales.es/
http://www.mathworks.es/products/fuzzy-logic/
http://www.mathworks.es/products/fuzzy-logic/
http://www.mathworks.es/products/fuzzy-logic/
http://www.mathworks.es/products/fuzzy-logic/
http://www.fuzzytech.com/
http://www.fuzzytech.com/
http://www.fuzzytech.com/
http://www.fuzzytech.com/
http://www.fuzzytech.com/
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¡MUCHAS GRACIAS! 
 

¿CUESTIONES? 



citius.usc.es 

Centro Singular de Investigación en Tecnoloxías da Información 

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA 
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Conjuntos difusos 

Alberto J. Bugarín Diz 

Aplicación al razonamiento aproximado 
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